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[摘 要]Copula函数广泛地应用于金融领域，特别在金融市场上的风险管理、投资组合的选择、 

资产定价等方面已经成为解决金融问题的一个有力的工具。我们选取 了三种具有代表性的 Copula 

函数对金融时间序列建模，以描述不同金融数据间的相依关系，并将其应用于证券市场的风险度 

量，进行 Monte Carlo模拟计算投资组合的VaR。将 Copula方法的计算结果与传统的正态假设模拟 

结果比较表明，Copula方法对金融风险的度量要明显优于正态方法。 
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一

、 引 言 

Copula的研究起源于 Sklar[1]，而 Nelsen比较系统地介绍了Copula的定义、构建方法、Ar- 

chimedean Copula及相依性 [2]，Bouye，Durrleman，Nikeghbali系统地介绍了 Copula在金融中的 
一

些应用 [3]。Copula可以解释为 “相依函数”或 “连接函数”，是把多维随机变量的联合分布 

用其一维边际分布连接起来的函数。Copula目前已被广泛地应用于金融领域，特别在金融市场上 

的风险管理、投资组合的选择、资产定价等方面，已经成为解决金融问题的一个有力的工具。本 

文讨论利用 Copula函数度量风险价值的 Monte Carlo模拟。 

在现代金融风险管理中，RiskMetrics Technical Document和 Dowd提出风险价值 (VaR)是最 

基本和最核心的度量手段。[4][5]在实际研究中，刻画金融资产收益的联合分布是一个很重要 

的问题，一般来说金融资产收益的分布都是 “厚尾尖峰”分布，如果采用大多数风险管理模型 

中的多个金融资产收益序列或风险因子的联合分布服从多元正态分布，以及资产组合中的每一单 

个资产的线性相关性假设，可能对实证的结果产生很大的偏差和误导。大量的实证表明，这种假 

设经常与客观事实相违背 [6]，特别是当极端事件发生时，在正态分布假设下进行的资产组合的 

风险分析及其 VaR计算与实际情况偏差较大。因为我们可以将金融资产风险分解成单个资产的 

风险和由投资组合产生的风险两部分，其中单个金融资产的风险可以由它们各 自的边缘分布来描 

述，而由投资组合产生的风险则完全由连接它们的Copula函数来描述。如果投资组合中的金融 
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资产已经确定，那么市场风险就相当于投资组合中资产结构的风险，可以完全由一个相应的 

Copula函数来描述。假定随机变量 和l，分别代表两种金融资产的损失，它们的边缘分布分别为 

F(x)和 G(Y)，具有 Copula函数 c(，( )，G(Y))，则投资组合的VaR可表示为： 

P{SX+(1— )l，>y}= c(，( )，G(，，)) 

其中 代表资产 在投资组合中的权重，y为限定值，它与置信水平 是一一对应的。若 Copula 

函数已知，但 VaR的解析式很难求出，也可以通过模拟的方法计算 VaR值。由于 Copula技术是 

对整个联合分布建模，并且很容易推广到条件分布的情形 [7]，因此可得到与真实分布更接近的 

联合分布，从而可以建立更为有效的风险管理模型。 

本文将 Copula函数运用于风险管理的实证，选取三种有代表性的 Copula函数描述的金融时 

间序列的相依关系，通过Monte Carlo模拟计算投资组合的VaR，并将其与传统正态模拟计算的 

投资组合的VaR结果比较。结果表明，正态模拟在 对应的不同分位数下计算的VaR都和实际 

值之间存在着较大误差，而三种 Copula函数的模拟结果明显好于正态结果。由事后检验看出。 

三种 Copula函数的结果跟实际的经验分布结果非常接近。在 =1％ 时，Gumbel Copula函数在 

不同模拟次数下的结果和实际经验结果几乎相同；在 =5％ 和 =10％ 时，Gumbel Copula的 

模拟结果从总体上看也好于正态 Copula和 t-Copula函数。从三种 Copula函数在不同模拟次数下 

的事后误差检验结果可以看出，模拟 1 000次的结果最差，虽然模拟 5 000次和 1 939次结果相 

当，但 1 939次总体上略好一些。 

二、Sklar定理、Copula函数和相依性 

1．Sklar定理 

假设一个多维分布函数的边际分布函数为 F ( )，⋯， ( )，则存在一个 Copula函数满足： 

H(x ，⋯， )=C(F ( )，⋯，， ( )) (1) 

如果 F ( )，⋯，Fn( )是连续的，则 Copula函数是惟一确定的，反之亦然。由这个定理我 

们可以推理得出：当我们确定了多个金融时间序列的边际分布和选定一个合适的Copula函数后， 

就可以方便地计算出这些金融时间序列的联合分布，这正是Copula函数在实际应用研究中的优 

势所在。多维分布的选取和确定其具体形式再也不是我们所要考虑的难题，而只需确定边际分布 

和选取合适的 Copula函数。边际分布的确定由于是一维问题 ，我们已经有许多研究手段可以去 

实现它，而Copula函数的选择则需要我们通过实证结果的分析和一些评判模型的信息准则来 

确定。 

2．Copula函数 

(1)椭球类 Copula函数 (Elliptical Copula) 

(i)正态 Copula函数： 

cL( )= 南  x dt 
其中P为相关系数，这个Copula函数的两个边际分布都为正态分布，积分上限 ( )为标准正 

态分布函数的逆。 

(ii)Student—t Copula函数： 

=

。- t(x)t 

{-+ ) ㈩ 



其中P为相关系数，t ( )为自由度为 的标准 t分布函数的逆。 

(2)Archimedean Copula函数 

Archimedean Copula函数类有一个共同的性质是他们都可以由一个严格单调递增的凸函数 

(H)产生。咖(H)满足 li (占)=∞及 咖(1)=0。当咖(H)给定时，可以产生的一个 Archime- 

dean Copula形如： 

C(H， )=咖_1(咖(H)+咖( )) (4) 

(i)Gumbel Copula： 

C(H， )=exp(一[(一lnu) +(一lnv) ] ) (5) 

其中H， 为 [0，1]上的均匀分布变量，0为描述两个变量间相依性关系的参数。这类 Copula函 

数最早是由Gumbel提出的一类 Copula函数。[8] 

(ii)Clayton Copuh： 

C(H， )=max([H一 + 一 一1]一言，0) (6) 

H， 为 [0，1]上的均匀分布变量，0为描述两个变量间相依性关系的参数。这类 Copula函数最 

早由Clayton等人研究而提出。[9] 

(iii)Frank Copula： 

C(u,v)一扣l+ ) (7) 
H， 为 [0，1]上的均匀分布变量，0为描述两个变量间相依性关系的参数。这里 Copula函数最 

早出现在 Frank的一篇非统计研究文献中 [1o]，这类 Copula函数的一些统计性质最早是由Nels- 

en和 Genest给出的 [11][12]。 

3．相依性 

(1)线性相关系数 

设 ( ，Y) 为一个具有非零有限方差的随机向量，则 ( ，Y) 的线性相关系数为： 

p( ) 丽 Cov(x ,y) 8) 

其中Cov(x，Y)为 ( ，Y) 的协方差，Var(x)，Var(Y)分别为变量 和Y的方差。线性相关系数P是 

描述随机变量相依性的一种最常用方法，其在椭球世界中是一种普遍的测量手段，计算方便，意 

义直观。但其对相依性的描述往往假设随机变量为线性相关，且其在严格递增非线性变换下是变 

化的。 

(2)秩相关系数 

秩相关性反映的是变量间的单调相依性 (Monotonic Dependence)，因此其在非线性单调变换 

下保持不变，具有良好的统计特性，要优于传统的线性相关性。秩相关系数中最具代表性的是 

Kendall的．r[13]和 Spearman 的P[14]。本文主要应用 Kendall的 ．r进行 Copula函数相关计算和 

参数估计。KendM1的．r定义为： 

．r=Pr{( l一 2)(Yl一，，2)>0}一Pr{( l一 2)(Yl—Y2)<0} (9) 

其中( 。一 )，(Y。一Y2)为来自同一个二维分布的两个独立的随机变量。在实际研究样本数据时 

我们采用下式计算 KendM1的．r： 

tau： ： 二  (10) =——_ = I lU) 

¨d (三) ‘ 
其中C为样本变量间变化方向一致的数量，d为样本变量间变化方向相反的数量。 
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三、实证研究 

本文中我们取上证指数和深圳综指的每日收盘价为样本数据，时间长度为 1996年 l2月 l6 

日至2004年l2月31日共l 939组数据 (日收益率波动情况见图1)。在实证中，我们采用对数 

收益率、等权重投资，在三个置信度 0．90、0．95和0．99下来度量组合的风险价值。 

图 l 上证和深证 l 939天的日收益率波动图 

我们首先通过样本数据估计各种分布函数的相关参数和确定两个股指的边际分布；然后通过 

样本求得的参数确定具体分布函数进行 Monte Carlo模拟，产生收益率数据，计算投资组合的 

VaR。 

1．分布及参数估计 

(1)描述统计 

日度收益定义为： 

r=100(1nP 一lnP 1) 

P 为股指在时刻t时的收盘价 ，样本数据对数收益率的容量为 l 939组数据，基本的描述统计见 

表 l。 

裹 1 各股指和投资组合的描述统计 

(2)边际分布 

在计算样本对数收益率后，我们还需确定Copula函数所选取的边际分布，这里分别用正态 

分布和t分布拟合两组序列，图2和图3给出了两组收益率序列分布的密度函数拟合图。 

从图中可以很清楚地看出，自由度为3的t分布对两组序列的拟合效果要远好于正态分布拟 

合，说明t分布能够比正态分布更好地捕捉金融时间序列的 “尖峰厚尾”特性，因此在计算 Cop- 

ula函数时，我们将边际分布选取自由度为3的t分布。 

(3)参数估计 

为了对所选取的 Copula函数的各个参数进行估计，我们首先将两组序列转化到均匀分布， 

分布的散点图如图4。 
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图 2 上证指数收益率曲线拟合图 

密 

度 

收益 

图 3 深证指数收益率曲线拟合图 

图4 将上证和深证收益率转化到均匀分布散点图 图5 0=6．0372时的 Gumbel Copula函数 

我们在计算投资组合的VaR时分别用传统的正态模拟、正态Copula函数模拟、t-Copula函 

数模拟和 Gumbel Copula函数模拟。利用 (8)式估计参数p，用 (10)式估计 Kendall的．r，在 

估计 Gumbel Copula的参数 0时，采用极大似然估计，各个参数的估计结果见表2。 

表 2 各参数计 结果 

2．VaR的 Monte Carlo模 拟 

我们采用正态法和 Copula方法进行 Monte Carlo模拟。每种模拟分别进行 5 000次，1 939次 

和 1 000次。模拟方法算法如下： 

传统正态模拟算法： 

(i)产生两个独立的正态随机数 z。，z ； 

(ii)令我们所求的第一个序列的随机数为：三。： ； 
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(iii)通过相关系数，求得第二个序列的随机数为：三 =P (zl，z2)； 

(iv)将模拟产生的随机数以等权重组合计算不同置信度下的Vail，结果见表3。 

Copula模拟算法： 

(i)产生两个均匀随机数 U， ； 

(ii)令所求的第一个随机数为 =F． (u)； 

(iii)’通过选定的Copula函数求得第二个序列在均匀分布上的随机数 =C ( )(其中c 

=OC(U，v)／Ou)； 

(iv)通过计算求得第二个随机数为Y=F2 ( )； 

(v)将模拟产生的随机数以等权重组合计算不同置信度下的Vail，结果见表3。 

表 3 Valt的模拟计算结果 

从表3可以看出，正态模拟在仅对应的不同分位数下的误差都和实际值相差较大，而各种 

Copula函数的模拟结果明显好于正态结果。从事后检验看出，三种 Copula函数的结果跟实际的 

经验分布结果非常接近。在 =1％ 时，Gumbel Copula函数在不同模拟次数下的结果和实际经 

验结果几乎相同；在 =5％和 =10％ 时，Gumbel Copula的模拟结果从总体上看也好于正态 

Copula和 t-Copula函数。从三种 Copula函数在不同模拟次数下的事后误差检验结果可以看出， 

模拟1 000次的结果最差，而模拟5 000次和 1 939次结果相当，1 939次总体上略好一些。 

四、结 论 

本文采用Copula函数的方法来对上海和深圳股票市场的指数进行Monte Carlo模拟，以度量 

证券市场的风险。从实证结果可以看出，用 Copula函数描述两个时间序列的相依性关系时得出 

的VaR结果要优于正态情形；在所选的三种 Copula函数中以 Gumbel Copula函数模拟的 VaR效 

果最好；在模拟次数的比较中，可以看出当模拟次数增大时效果变好，当模拟的次数与实证数据 

长度接近时效果较好。同时我们也注意到，对收益序列进行边际分布拟合后，选取 t分布作为边 

际分布，其模拟的VaR结果明显优于其他分布。因此在应用 Copula函数对金融序列建模时，边 

际分布的选取可能对实证的结果也有着重要影响。 

尽管在1959年Sklar等人就开始用 Copula函数进行统计研究，但将 Copula函数真正应用于 
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金融、经济研究还是近几年的事，正处于起步阶段。Copula函数本身所具有的许多优良的统计特 

性，使其在金融领域，特别在金融市场上的风险管理、投资组合的选择、资产定价等方面有着广 

泛的应用前景，随着对其研究手段的发展和成熟，Copula函数必将成为金融计量和金融分析的得 

力工具。 
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Monte Carlo Simulation by Copula to Measuring Market Risk 

CHEN Shou-dong，HU Zheng—yang，KONG Fan,fi 

(Quantitative Research Centerfor Economics，Jilin University，Changchun 130012，Ch／ua) 

Abstract：In this paper，we adopt a new method——Copula to measure the dependence of financial data 

an d compute the market risk．We used three different Copulas to model finan cial time series in empirical 

research and compute the VaR of portfohos．When we compared the results of different simulations which 

computed by Copulas and by Gaussian method，it turns out that Copula method is much better than  the 

Gaussian  one． 

Key words：Copula；Monte Carlo simulation；value at risk 
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