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基于极值分布理论的VaR与ES度量 

陈守东 孔繁利 胡铮洋 

(1．吉林大学数量经济研究中心；2．吉林大学商学院) 

① 

【摘要】本文应用极值分布理论对金融收益序列的尾部进行估计，计算收益序 

列的在险价值 VaR和预期不足 ES来度量市场风险。通过伪最大似然估计方法估 

计的GARCH模型对收益数据进行拟合，应用极值理论中的 GPD对新息分布的尾 

部建模，得到了基于尾部估计产生收益序列的VaR和 ES值。采用上证指数 日对 

数收益数据为样本，得到了度量条件极值和无条件极值下VaR和 ES的结果。实 

证研究表明：在置信水平很高 (如 99 )的条件下，采用极值方法度量风险值效 

果更好。而置信水平在 95 下，其他方法和极值方法结合效果会很好。用ES度量 

风险能够使我们了解不利情况发生时风险的可能情况。 
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Computing VaR and ES Based—on EVT 

Abstract：The paper iS concerned with tail estimation for financial return series 

and，in particular，the estimation of market risk such as value at risk VaR or the 

expected shortfal1．We fit GARCH—models to return data using pseudo maximum 

likelihood and use a GPD-approximation suggested by extreme value theory to mod— 

el the tail of the distribution of the innovations．We find that a conditional approach 

that models the conditional distribution of asset returns against the current volatili— 

ty background is better suited for VaR estimation than an unconditional approach 

that tries to estimate the marginal distribution of the process generating the re— 

turns．In the empirical research we choose Shanghai stock-market index and find 

that ES iS more efficient than VaR． 
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引 言 

在当前的金融创新环境下，市场风险成为现代金融机构管理和监管的重点。20世纪90 

① 本文得到 2006年国家社会科学基金项 目 (06JY010)、2004年教育部重大项 目 (05JJD790005)、 “吉林大学 

‘985工程’项目”、吉林大学经济分析与预测创新基地资助。 
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年代中叶发生的几起震惊世界的银行和金融机构危机大案，巴林银行倒闭、大和银行破产使 

得人们对市场风险更加关注。一些著名的国际大银行开始研究、建立自己的内部风险测量、 

资本配置模型，以补足巴塞尔协议之不足，如 RiskMetrics系统、RAROC系统等。VaR 

(Value at Risk)成为市场风险测量的主流方法与核心手段。一般来说金融资产收益的分布 

都是厚尾、尖峰分布，而现有的分布，尤其是广泛应用的正态分布，都与实际金融收益分布 

存在着较大的差距。极值理论中的POT模型仅考虑分布尾部，而不是对整个分布进行建 

模，这就避开了分布假设难题，并且极值理论可以准确地描述分布尾部的分位数，这有助于 

处理风险度量中的厚尾问题。 

极值理论研究多应用在科技、工程等领域。随着理论的日益完善，Jenkinson把该理论 

应用于极值风险研究，建立了广义极值分布 (Generalized Extreme Value Distribution)模 

型，Pickands等证明了经典的极限定理，该定理指出对超额数分布函数可以用广义 Pareto 

分布拟合，为20世纪80年代、90年代完善建模作出了巨大贡献。Longin开辟了将极值理 

论用于风险管理的先河。Longin(1996)考察了美国股票市场的极端变动，用极值理论已超 

过一个世纪之久 (1885～1990年)的每日观察值为样本，给市场回报的极端变动建模。从 

此以后，一些学者将这一方法用于其他股票市场，得到了很好的结果。Kearns(1997)在样 

本数据相依情况下，对金融时间序列进行了研究，为进一步进行金融风险研究提供了建设性 

意见。Longin(2000)系统而详细地介绍了用极值理论计算VaR的方法。Ho(2000)应用 

这一方法研究了处于金融危机中的6个亚洲国家和地区的股票市场。Artzner提出尽管 VaR 

是测量风险的有用手段，但它本身也存在一些不足之处：一是没有考虑到尾部风险，即没有 

衡量高于VaR值的损失发生的可能性；二是它不满足次可加性 (sub-additive)，因而不是 
一 致的 (coherent)风险度量工具。为弥补这些缺陷，Artzner等 (1997，1999)提出了期 

望损失模型 ES(Expected Shortfal1)，ES模型度量的是损失超过 VaR水平的条件期望值。 

ES是在 VaR概念基础上衍生出来的风险度量工具，它弥补了 VaR不满足次可加性、没有 

考虑到尾部风险等缺陷，更接近于投资者真实心理感受。国内在极值领域方面的研究只是近 

几年的事情：朱国庆、张维等 (2001)综述了极值理论在科技、工程等领域，特别是在金融 

风险管理领域的应用；周开国、缪柏其 (2002)运用极值理论以香港恒生指数为样本进行实 

证分析，发现极值方法在度量风险时要明显优于方差一协方差方法；而杨耀辉等 (2004)从 

收益率的波动性与分布两方面进行考虑，建立起计算时变风险值 VaR和 ES的模型，结果 

表明基于广义极值分布的VaR模型能够较好地刻画高频时间序列的尖峰厚尾性及杠杆效应 

等特性，而ES模型则有效地弥补了VaR模型的不足之处。 

一

、 极值分布 

研究极值分布的理论统称为极值理论，是概率论的一个重要分支，主要研究随机样本以 

及随机过程中极值的概率值以及统计推断，为了便于统计应用，Jenkinson(1955)给出广 

义极值分布模型。广义极值分布 (简称GEV分布)，其分布函数为： 

cz 一 
exp(=e I 一 {)( 0) (1) ( 一0) 

其中，．27满足 1+缸>0， 是形状参数。 0对应于Frechet分布， 一0对应于Weibul1分 

布， 0对应于Gumbe1分布。如果引进位置参数 和尺度参数 ，那么分布函数 (x) 
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就可以扩展为H ， (z)一 (x--／~)。在风险管理领域，我们主要感兴趣的是Frechet分 

布，因为这一类分布是由厚尾的母分布得到的，拟合金融数据相当好。 

极值分布理论主要包括两类模型，即传统的分块样本极大值模型BMM (Block Maxima 

Mode1)和近年来发展起来的POT (Peak Over Threshold)模型。BMM模型主要是对组最 

大值 (Block Maxima)建模，POT模型则对观察值中所有超过某一较大门限值 (threshold) 

的数据建模。由于POT模型有效地使用了有限的极端观察值，因此通常被认为在实践中是 

最有用的。设F(x)为股价收益率损益分布函数，U为门限值，x—U表示超额数，其分布 

函数记为： 

F ( )一P(X一 ≤ l X> )，O≤ ≤z0一 

显然： 

( ) 一 (2) 

对超额数分布由Pickands—Balkama—de Haan定理知，对于充分大的阈值 U，超额数的 

分布函数可以用广义Pareto分布近似。于是对超额数分布函数用广义Pareto模型进行拟合。 

广义Pareto分布由Pickands在1975年首次介绍，它广泛应用于极值分析、拟合保险损失以 

及可靠性研究领域。广义Pareto分布 (GPD)的分布函数含有 、 两个参数： 

f卜 (1+譬)一{ 0 
， 
(z) 一 (3) 

I 1--exp(一詈) 一0 
L 

其中， 是重要的形状参数，而 是分布的尺度参数， 0。当 0时，z≥0；当 0时， 

0≤z≤ 。 ≥0时广义 Pareto分布是厚尾的，这种情形与风险测量是最相关的。构造 

F(z)的尾部估计表达式：若x>u，则由 (2)式知： 

F(z)一 (1--F(u))G ，口(z一“) +F(“) (4) 

对F(z)的估计需要分以下几步进行： 

(1)找到适宜的阈值 “； 

(2)估计广义Pareto分布 ，口(z一“)的参数 、 ； 

(3)估计 F(“)； 

(4)尾部及分位数的估计。 

将所有估计量代入上式，得到F(z)的尾部估计 

F(z)=1一 (1+拿兰 ) (5) 

当x>u时，定义VaR 为在 C的概率水平下的风险价值，可以得到VaR 的表达式： 

V R 一F (c) 一“+ ( ( (1--c)) 一1) (6) 

尽管VaR已被广泛接受，但它存在着不满足次可加性，并且没有考虑到尾部风险等不 

足，为弥补这些缺陷，Artzner等提出了期望损失模型 ES，ES模型度量的是损失超过 VaR 
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水平的条件期望值。其基本定义为：随机变量 X表示资产组合的损益，在给定时间内和置 

信水平 (1一a)下的VaR值是VaR (X)，则ES (X)表示为： 

ESo(X)一E [X{X~VaR (X)] 

F,Sq~- +馨  (7) e 1 

大量实证研究表明，我国股市收益率数据普遍具有 GARCH特征，以上所描述的POT 

模型显然还只是从静态角度考虑极端值的分布与VaR的估计，为从动态角度进行风险测度， 

本文将把随机波动模型结合到上述POT模型中，基本思路是：首先对收益率损失数据拟合 

GARCH模型，其次对拟合后的残差运用以上所言的POT模型分析残差的VaR；再次是利用 

损失数据与残差数据VaR的关系获得损失的VaR；最后对获得的VaR估计值进行动态检验。 

二、应用极值分布度量 VaR的实证分析 

本文取上证指数的每日收盘价为样本数据，时间长度为 1996年 12月 16日至2004年 12 

月 31日共 1940组数据，1939个日对数回报。 

(1)数据分析。日收益定义为 

rt—lnP￡一lnPt一1 

P 为股指在时刻t时的收盘价，样本数据对数收益率的容量为 1939组数据，基本的描述统 

计量见图1所示。很显然，这一分布是尖峰、厚尾的，与正态分布相差甚远。在运用极值方 

法对VaR进行估计时，我们对样本数据取负号 (--r,)。于是通过计算得到的上侧分位数再 

取负号就是所求的风险测量值。 

图 1 上证指数基本统计量 

序列 TT 
样本 1—1939 

观测值数 1939 

均值 0．000122 

中位数 0．000220 
最大值 0．094008 
最小值 一0．09921 1 
标准差 0．015778 
偏度 -0．173730 
峰度 9．456371 
JTB统计量 3377．532 
概率 0．000000 

(2)正态性检验。Q—Q图是用来检验样本分布的一种统计图形技术，它把被检验数据 

的实际分位数与所指定分布的理论分位数描绘在图形上。如果被检验的数据符合所指定的分 

布，代表样本数据的点就会落在一条直线上。由图1可以明显看出，上证指数对数收益的分 

布函数在收益和损失两端都具有厚尾特性，JB统计量=3377．532，拒绝正态分布假设。 

(3)参数的确定。采用Q—Q图和 Hill图来确定阈值。对比图2和图3，我们确定阈值 

u=0．01714，超过 “的样本的个数为 186。用极大似然估计法来估计参数 一0．058493272， 

卢一O．01016575，见表 1。利用公式 (6)、 (7)计算在不同置信水平下的VaR值和ES值， 

结果见表 2。 
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表 1 参数估计结果 

图3 Hill图 

参 数 估计值 标准差 t统计量 

卢 O．O1O165750 0．OOO445O3449 22．842611 

0．058493272 0．029489790 1．9835093 

表2 VaR和 ES结果比较 

置信水平 O．95 0．975 O．99 0．995 

VaR 0．0238913 O．O313619 0．0417138 0．0499218 

ES 0．0351081 0．0430428 0．0540378 0．0627558 

历史模拟法 ——0．02309 ——0．02912 ——0．04498 ——0．06447 

我们发现利用极值理论计算得到的VaR值和ES值：第一，在不同的置信水平下，ES 

值都比相应的VaR值大，可以告诉我们若不利情况真的发生，损失会是多少；第二，极值 

方法与历史模拟计算得到的值进行比较，极值方法在置信水平为95 和97．5 的情况下高 

估了风险，而在99 和99．5 的置信水平下低估了市场风险。这与损失 (收益)分布的尖 

峰、厚尾特性相一致。 、 

(4)动态风险测度的估计。为更加准确地测度收益率序列的VaR和ES值，还需将以 

上的静态方法与收益率序列的动态特征相结合，即动态地测试收益率序列的风险测度值。首 

先需要考察损失 (收益率)序列的动态行为。我们已经知道均值为0、方差服从 GARCH 

(1，1)时，对金融数据的拟合效果最好，因此假定损失变量服从以下波动率模型： 

X 一 + Z ， 

一  + 1肆 1+al 1，8>0，0≤ 1， <1 (8) 

其中， 表示收益率，条件均值 和条件异方差 在信息集QH上是可测的，QH包括 

t一1及其以前各时刻的所有信息， 是一个严格的白噪声过程，均值是0，方差为1，其边 

际分布为 F2( )。 

记VaR；和ES；分别表示条件VaR和条件 ES，则动态风险测度分别表示为： 
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VaR：=l~2t-F1@-O't+l2fq 

ES 一 f+1+ t+lE [ l z>zq] (9) 

其中， 一in{{zE ：F。(z)≥q}。 

估计这些风险测度时最重要的就是在时间段 (t，t+1]上对波动O't+ 的预测。有两种方 

法：一种方法是假设Z￡为某一具体的分布 (如正态分布或 t分布等)，用极大似然估计去拟 

合一个恰当的时间序列模型；另一种方法是对FZ不假设具体分布，通过极大似然方法估计 

时间序列的参数，并且从模型的残差中了解Fz(McNeil等，2000)。 

本文采用后一种方法，利用极值理论去估计 。实际上我们可以稍微修改程序，确定 

尾部的数k，k4n，这有效地给我们一个随机的第 (k+1)次序统计量 (即阈值 u)。由模 

型 (8)，我们构造残差序列 l 一-L_At，￡一1，2，⋯， )，令 ≥ z≥⋯≥ 表示残差 
o t 

的次序统计量。用数据 ( )一 (川)，⋯， )一 (川))来拟合广义Pareto分布的参数 、 

。 ( (1)--Z( ，⋯， ( )--Z( )是所有超过阈值 u的超额数。此时，利用公式 (6)、(7) 

来估计 ，经数据分析得到：阈值 u一1．5559，k一105，参数估计结果见表 3、表 4。从而 

由模型 (9)得到动态情况下的 VaR，见图 (4)和图 (5)。 

表 3 参数估计结果 

参 数 估计值 标准差 t统计量 

卢 0．55615789 0．078482332 7．0864088 

O．16054411 0．10304650 1．5579773 

表4 沪市Z 和E[z J z>z ]在不同置信水平下结果比较 

置信水平 O．95 O．975 O．99 0．995 

1．59965 2．O1267 2．63419 3．16899 

E[ I > ] 2．27071 2．76272 3．5031 4．14018 

图4 沪市动态 VaR图 (0．95置信水平) 

l ㈧ ． 
f HIjf’ 1 、 

250 500 750 1000 1250 1500 1750 

图5 沪市动、静态 VaR对比图 (0．95置信水平) 

m ∞ 

0  0  0  0  0  0  0  
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以上估计结果表明：①相对静态分析而言，动态 VaR更好地拟合了收益率序列的变动， 

损失变动剧烈时，VaR值也随着波动，由图4可见，动态VaR值与实际损失值的变动吻合 

得相当好；②无论是从动态还是从静态风险测度的角度来看，极值法 VaR的拟合效果都比 

较好，同时动态风险测度相对静态而言能够更灵敏地反映市场价格行为的变化；③选择 

GARCH (1，1)模型与极值法作为测度我国股市日指数收益率的VaR值的基本模型，在 

实际应用中可以随着数据的更新而不断更新 GARCH模型的参数与 值，从而获得对未来 

风险的一个更好估计。 

三、结 论 

本文运用极值理论度量市场风险，并用历史模拟法进行后验得出：相对VaR来讲，ES 

可以更加明确地给出不利情况发生时，损失会是多少。在置信水平高于99 之后，都低估 

了风险。这实际上和人们在遇到诸如亚洲金融危机等极端条件下往往不能很好地预测危机相 

吻合。无论是高估还是低估了金融风险，都不利于金融机构的风险管理。极值理论度量市场 

风险的方法和传统度量金融市场风险的方法比较，我们会看到：参数法、历史模拟法以及 

Monte Carlo模拟计算出的VaR值是一个基准值，当我们考虑到分布的尾部、要计算最大可 

能损失时，以上方法就显得力不从心了。而分布的尾部反映的是潜在的灾难性事件导致的金 

融机构的重大损失，这正是风险管理者和金融机构监管者注重的地方。 

本文主旨在于金融收益序列的尾部估计，特别是如VaR和 ES等风险度量。我们通过 

伪最大似然估计方法用GARCH模型对收益数据进行拟合，应用极值理论中的广义Pareto 

分布对新息分布的尾部建模，并将此方法与其他估计金融数据尾部的估计方法相比较，得出 

结论如下：第一，基于尾部估计产生收益序列的边际分布的无条件方法，能够比较好地度量 

VaR和ES值；第二，残差的分布常常是偏峰的，对于分布尾部的建模，我们采用 GPD近 

似方法结果会相对更好，因为它可以处理非对称尾部问题，而且这种方法还有坚实的理论基 

础；第三，我们提倡采用一种具有更优性质的风险度量方法 “预期不足”，在我们的模型中， 

这种方法很容易实现。通过比较我们所得预期不足和具有正态新息 GARCH的结果表明， 

新息分布应该用厚尾分布对其建模，最好是用极值理论方法。总之，无论是从动态还是从静 

态风险测度的角度来看，极值法较其他度量风险的方法为优，同时动态风险测度相对静态而 

言能够更灵敏地反映市场价格行为的变化，因此选择GARCH (1，1)模型与极值法作为测 

度我国股市日指数收益率的VaR值的基本模型，在实际应用中可以随着数据的更新而不断 

更新GARCH模型的参数与 值，从而获得对未来风险的一个更好估计。 
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